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ENTIERS FRIABLES DANS DES PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES 

DE GRAND MODULE 

R. DE LA BRETÈCHE AND D. FIORILLI 


Abstract. We study the average error term in the usual approximation to the number 
of y-friable integers congruent to a modulo q , where a ^ 0 is a fixed integer. We show that 
in the range exp{(loglogx) 5 / 3+E } < y < x and on average over q < x/M with M —> oo 
of moderate size, this average error term is asymptotic to — \a\'5>(x/\a\,y)/2x. Previous 
results of this sort were obtained by the second author for reasonably dense sequences, 
however the sequence of y-friable integers studied in the current paper is thin, and required 
the use of different techniques, which are spécifie to friable integers. 


1. Introduction 

Quoique très uniforme lorsque étudiée macroscopiquement, la répartition des nombres 
premiers dans les progressions arithmétiques possède plusieurs irrégularités. Un récent 
exemple est la répartition des nombres premiers congrus à a modulo q, en moyenne sur q. 
Plus précisément, en définissant 

^*(x;q,a):= logp, 

p k ^x 

p k =a (mod q) 
p k ^a 


le deuxième auteur [3] a récemment démontré que la moyenne de la différence i/)*(x] q , a) — 
x/ip(q) sur les modules q ^ Q premiers avec a dépend fortement de la nature arithmétique 
de l’entier a. Ce phénomène se quantifie de la manière suivante. 


Théorème 1.1 (|3l Theorem 1.1]). Soient un entier a ^ 0, £ > 0 et B > 0 un nombre 
réel. Sous les conditions x ^ 2, 1 ^ M ^ (logo;) 5 , nous avons l’estimation 


y(q) 


M 


(q,a )=1 




x 


<é(?) 


= /a(a, M ) + O a ,e, 


B 


mI _£ 


où 

{ — |logM — C si a = ±1; 
— | logp si a = ±p k ] 

0 sinon, 

et C est une constante absolue explicite. 

1 
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Il se trouve que de telles irrégularités existent aussi pour d’autres suites arithmétiques 
= {a(n)}, comme par exemple les entiers pouvant s’écrire comme somme de deux 
carrés, ou les entiers criblés [I|. Une condition importante pour utiliser les techniques 
de [4] est que la suite srf soit assez dense dans N. De plus, on doit avoir des résultats 
d’équidistribution de srf dans toutes les progressions arithmétiques où la suite s# est sup¬ 
portée (pas nécessairement seulement les progressions a (rnod q) avec (a, g) = 1). 

Le but de notre article est d’étudier une suite clairsemée, pour laquelle les techniques 
de [4] ne s’appliquent pas. La suite la plus naturelle et la plus intéressante à étudier est 
la suite caractéristique des entiers y-friables, compte tenu de toute la théorie et des tech¬ 
niques qui ont été développées pour son étude. En particulier, de puissants résultats 
d’équirépartition dans les progressions arithmétiques avec (a, q) = 1 ont été obtenus 
récemment par Soundararajan [3], Harper 0. 0 et Drappeau H. n semble donc ap¬ 
proprié de démontrer un analogue du Théorème 11.11 pour la suite des entiers friables ; c’est 
le contenu de notre résultat principal, le Théorème 11.31 Avant d’énoncer ce résultat, nous 
allons introduire quelques notations et présenter le théorème de Drappeau. 

Soit P(n) le plus grand facteur premier d’un entier n avec la convention P(l) = 1. On 
dit qu’un entier est y-friable si P(n) ^ y. Nous considérons 


T(x,y;a,g) := ^ 1, y; a, q) := V(x, y; a, q) - l S (x, y )(a), 

n£S(x,y) 
n=a (mod q ) 

^ q {x,y)'= Vfay) := ^i(x,y). 

n£S(x,y) 

(n,q )=1 


Nos résultats concernent la moyenne sur q de 


lorsque ( a,q ) = 1. 

logic 
u := --, 

i°g y 


771 */ \ iTr* ( N ^<ï(‘U v) 

E (X, y; a, q) := T (x, y; a, q) -—— 

<PW 

Dans toute la suite, nous utilisons les notations usuelles 

H{U) :=eXP { (log(J+l)) 2 }’ Le{y) : = exp{( 1 og 2 /) 3/5 - £ }. 


À la suite de Fouvry-Tenenbaum [5] et Harper [7] , Drappeau montre dans [2) un résultat 
de type Fouvry-Iwaniec pour les entiers friables permettant de considérer des modules q 
plus grands que 2^{x~y). Son résultat est le suivant. 

Théorème 1.2 ( [2J ). Soient e > 0 et A > 0. Il existe des constantes absolues C, 5 > 0 
telles que, lorsque (loga;) 0 ” ^ y ^ x l ^ c , nous ayons 


^2 T(q) 2 m&x\E*(z,y;a,q)\<£ A y(x,y){H(u) s {logx) A + y (\a\ < x s ), (1.1) 

ç^æ 3 / 5- £ 

(q,a)=l 
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V r(qfm^\E*(z,y,a,q)\ ^(x,y){H(u) 5 (logx) A + y 5 } (|a| ^ x 1 £ ). (1.2) 

g^x 6 '' 11 ~ e 

(g,a)=l 

Remarque. Le résultat de Drappeau a été énoncé sans le facteur r(g ) 2 ni le maximum sur 
z ^ x, mais il est aisé de voir que sa démonstration fournit un résultat aussi fort. 

Nous définissons le domaine ( H e ) en ( x , y) par 

x ^ 3, exp{(logloga;) 5/,3+£ } ^ y ^ x. 

Hildebrand [10 J a montré la validité de la formule 

(s, y) = sg(u) {1 + O ( l0g t ^ 1 > ) } (1.3) 

uniformément, pour chaque £ > 0, dans le domaine (H e ) où g désigne la fonction de 
Dickman qui est continue en u — 1 dérivable sur ]1, oo[, valant 1 sur ]0,1] et solution de 
l’équation différentielle aux différences 

ug'(u) = —g(u — 1 ). 

Lorsque M^letaeZx {0}, nous étudions 

<r(x,y,M-,a) := ^ E*(x,y;a,q). (1.4) 

g^x/M 
(<?,“)= 1 

Nous notons r(a) = T 2 (a) le nombre de diviseurs de a, Tk+i(a) = (1 *Tk)(a) lorsque k ^ 2 
et (p la fonction indicatrice d’Euler. 

Notre résultat principal est le suivant. 

Théorème 1.3. Soient e e]0,1/2[ et A > 0. Il existe des constantes absolues C,5 > 0 
telles que, lorsque (x,y) satisfait (H e ) et y ^ x 1 ^ 0 , 1 ^ |a| ^ M 1 ^ 2 ^ 6 , et 

M ^ min {H(u) s (logx) A ,y s }, (1.5) 


nous ayons 


a(x,y,M] a) = 

avec u a := u - (log |a|)/(logy). 


x<p(\a\) 

2M\a\ 


Q(^a) T Oe,A 


( T 3 (a) 2 ff(a:,yA 

V ML e (M ) ) 1 


( 1 . 6 ) 


Remarques. 1- La condition M ^ y permet de simplifier les calculs. En effet, tous les 
entiers ^ M sont y-friables. De plus, la présence de O( 73 ( 0 )4/(a;, y)y~ 5 ) dans le terme 
d’erreur de (11.61) limite le domaine dans lequel le premier terme du membre de droite 
de (ll. 6 p est un terme principal à des paramètres M tels que M ^ y 6 . Pour avoir un 
équivalent, nous devons aussi avoir M ^ H (u) 6 (log x) A . Cette contrainte est imposée par 
le théorème de Drappeau. 

2- Lorsque (x,y) G (H e ), l’estimation (ll.3p fournit 


^pM = vh(-^,y){l + 0 
a Va /l 


log(w + 1 ) 
log y 
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3- Notons que la restriction (a, q) = 1 dans fl 1.41) correspond aux conditions d’application 
du théorème de Drappeau. Il est à noter que le terme principal attendu pour T* (a;, y, a, q ) 
est celui de 'i>*(x/d,y,a/d,q/d ) avec d = ( a,q ), soit ^ q / d fx / d,y)/y{q/d). Lorsque ( a,q ) = 
d, nous posons donc 

E*(x, y, a, q) := T*(x, y ; a, q) - d) 

y{q/d) 

La formule 

Y E *( x ^y^ a ^)= Y a ( x / d ’ y ’ M '’ a ') 

q^x/M d\a 

a=da' 

couplée avec le Théorème 11.31 permet d’obtenir l’estimation suivante de la somme de 
E*(x, y ; a, q) sans la restriction (a, q) = 1 


Y E *( x ^y^ a ^) 

q^x/M 


X 

2 M 


giq^a) T O e 


( r 4 (a)r 3 (a)T(a;,i/) \ 

V ML £ (M) J' 


(1.7) 


4- Le cas a(x, y, 1; a) correspond au problème des diviseurs de Titchmarsh étudié par 
Drappeau [2]. En effet, par exemple lorsque a / 0, nous avons 


Y T ( n ~ a) = Y E *( x ^y^ a ^) + Y 

neS(x,y) q^x q^x 

n>a 


<p(q/(q,o)) 


+ 0(|a|). 


Le terme d’erreur provient du fait que si a < 0, il peut y avoir des diviseurs dans l’intervalle 
[x, £+|a|] comptabilisés dans le membre de gauche mais pas dans le membre de droite. Dans 
le cas M — 1, notre démonstration nous ramène à une expression qui a été évaluée lorsque 
a = 1 dans [2j. La généralisation à a quelconque relève des mêmes méthodes. Nous n’avons 
pas besoin des estimations développées à la section 7 de sorte que notre résultat pourrait 
être dans ce cas être aussi valables dans un domaine de la forme (loga;)* 7 ^ y ^ x 1 ' 0 
comme dans [2j. Le cas M = 1 ne nécessite pas de développer des estimations à l’aide de 
double intégrale comme dans les Lennnes 15.11 et 16.11 

5- Si l’on remplaçait dans la définition de E*(x,y, a, q) le terme T*(:r, y] a, q) par la 
quantité ^(x,y,a,q), on aurait à rajouter le terme J2 q ^x/m^-s(x,y)( a ), qui est beaucoup 
plus grand que le terme principal obtenu dans le Théorème 11.31 Cela justifie a posteriori 
l’usage de ^*(x,y, a, q). 


Nous pouvons déduire aisément le résultat asymptotique suivant du Théorème 11.31 


Corollaire 1.4. Soient e G]0, et A > 0. Il existe des constantes C,ô > 0 telles que, 
lorsque ( x,y ) satisfait (LL) et y ^ x l ^ c , M satisfaisant (11.51) . 1 ^ |a| ^ M l ^ 2 ~ £ , et 
rfia) ^ L £ / 3 (M), nous avons lorsque M tend vers l’infini 


a(x,y,M-,a) ~ 


A\ a \) x 

2M\a\ 


g(u a ) 




y>(M) , r 

2 M 



( 1 . 8 ) 
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2. Première étape de la preuve : l’application du théorème de Drappeau 


Soit C ^ 15/7, et posons M 2 x 7 / 15 . Pour 1 ^ ^ M 2 , la contribution dans la 

somme cr(x,y, Mp a) des q ^ x 8 / 15 = x/M 2 peut être majorée grâce au Théorème 11.21 
Ainsi nous avons 

Y E*(x,y,a,q) ^ty(x,y){H(u)- s (logx)- A + y~ 5 }. (2.1) 

l^g^æ 8 / 15 

(q,a)=l 


Nous avons aussi 


Y E*(x,y,a,q)= Y V ’ a ’ ?) _ 


x 8 / 15 <q^x/Mi 
(q,a)=l 


x / M2<q^.x / M\ 

(<?,«)=i 


x / M2<q^x / M\ 
(?,“)=! 


Vgfay) 
<p(q) 


Posant 


a i(x, y,M;a) Y V ’ a » ?)> (T 2 (x,y,M;a):= Y 


x/M<q^x 

(q,a)=l 


x/M<q^x 

(q,a)=l 


Vq(z,y) 
<p(q) 


( 2 . 2 ) 


nous avons 


Æ*(x, 2/5 a > <?) = a i( x i V, M A a ) “ ^i(®> V, M û a ) 

x / M2<q^kx / M\ 

(?>«)=! 

- cr 2 (x, y, M 2 ; a) + cr 2 (x, y, Afp a). 

Nous montrons une première estimation de cri(x, y, M; a) par âi(x, y, M; a) où 

T n / r p(a://c,|/) - 'Ü a ' r i 1 {rx/M,y) 


(2.3) 


o-i (x,y,M;a):=Y 

ka'=a l\\ k 1 Pr<M/fc 

(p,a')=l (r,a')=l 

où /i désigne la fonction de Mobius. 




(2.4) 


Lemme 2.1. Soient e > 0 et A > 0. Il existe des constantes C,ô > 0 fe/Zes gîte, lorsque 
(loger) 0 ^ y ^ x 1 / 0 , 1 |a| min (y, M} ; M x 7 / 15 , nous avons 

fJi(x,y,M; a) = ôq(x,y, Af; a) + 0^r 3 (a)T(x,y){i7(u) _<5 (logx)^ 4 + y _<5 }). 

Proof. Nous écrivons les entiers m sommés dans \Ü*(x, y; a, q) apparaissant dans l’expression 
(E 2 D de cr^x, y, M; a). Nous écrivons m = a + qt, puis k = (m, a). Nous avons P(fc) ^ y, 
k | a. Il existe des entiers n, r, a', tels que m = nk , a = ha', t = kr et n = a' + qr 
avec (k,q) = 1, ( a',n ) = 1. Nous traitons les conditions (k,q) = 1 et ( a',n ) = 1 par des 
inversions de Mobius. La condition P(k) ^ y est forcément satisfaite puisque k ^ |a| ^ y. 
De même, nous utiliserons librement l’inégalité k ^ M. La condition x/M < q ^ x 
équivaut à rx/M + a' < r ^ rx + a'. 
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De simples manipulations et une première inversion de Mobius fournissent 


ai(x,y,M;a) = ^ 

Y 

£ 1 


ka'=a x/M<q^x 

neS(x/k,y) 



(q,a)=l 

n^a' 

(n,a')=1 




n=a' (mod g) 


= £ 


Y 1 

ka'=a 

h\ k 

l^r<(x/k—a')M/x 

nG5(min{fc/fc,rfc+a / },2/) 


(q,a')=1 

(r,a')= 1 

n^a' 

(n,a')=l 


n=a f (mod ri i) 
n>rx/M+a' 


Une seconde inversion de Mobius pour traiter la condition (n, a') = 1 fournit alors 


&i(x, y, M) a) = Y Y \x{i i)/x(4) S Y 

ka'=a i\\k l^r<(x/k—a')M/x n'&S(min{x/k,rx+a'}/( 2 ,y) 

(£i,a')=l (r,a ')=1 n'^a" 

i 2 a"=a' n'=a" (mod ri\) 

n'>rx/M(. 2 +a" 


Nous avons utilisé ici que (£ 2 ,^ 1 ) | {a',r£ 1 ) = 1. Nous avons min {x/k,rx + a 1 } = x/k 
sauf si k = 1, r = 1, a < 0. Dans ce cas, le nombre de n' comptés en trop satisfaisant à 
rx + a' < n'i 2 ^ x est au plus O (a ,e 2 T(k)/k£ 2 ) = 0(a 4 /cp(a) 3 ). 

Ainsi, posant Ri(a) := a 4 /y(a) 3 + Mr(a)a 2 /y(a) 2 , nous obtenons 

<7i(x, y , M; a) = Y Y h(£i)h(£ 2 ) Y Y 1 +o(fl.(«» 

ka'=a i\\k l^r<(x/k—a')M/x n'&S(x/kt2,y) 

(. (i,a')=l (r,a ')=1 n’^a" 

l 2 a" =a! iî'e«" (modrfi) 

n'>rx / M (.2+a" 

= ^ 1 )^ 2 ) 

ka'=a i\\k l^.r<M /k—a'M/x 

(£i,a')=l ( r,a')=l 

l2a" =a' 

(ty*(x/M 2 , y, a ", ri i) — X &*(rx/M £ 2 + a", y, a ", ri i)) + 0(i?i(a)) 

Dans cette estimation, nous pouvons remplacer le cardinal 'b *(rx/M£ 2 + ay, a 1 , ri i) par 
^*(rx/Mi 2 ,y;a',rii) au prix d’un terme d’erreur 0(1 + a/kr£ i) qui, lorsqu’il est sommé, 
fournit une contribution O (a 2 (log M) / y (a) + Ri(a)). 11 vient 

cn(x,y, M;a) = ^ ^ n(ii)n(i 2 ) ^ (^*(x/ki 2 , y, a", ri x ) — ^>*{rx/Mi 2 , y; a", rii)) 

ka'=a (i\k l^r<M/k—a'M/x 

pl,a')=l (r,a')=l 

l2a"=a! 

+ O (a 2 (log M)/y(a) +R 1 (a)). 
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Grâce au Théorème 11.21 de Drappeau, nous pouvons donc approcher 07 par a\ avec 

'Sf r i l {x/M 2 ,y) ~ ^H x {rx/Ml 2 ,y) 


al(x,y,M-,a) := Y ^( 4 )/^( 4 ) Y 


ka'=a £i\ k 

(£l,a')=l 
i 2 d"=a' 


l^r<M/k—a'M/x 
(r,a')=l 




Y 


E 


ka'=a £i\ k 

(£i,a’)=l 
lia" =a' 


n'eS(i/M 2 ,ÿ) l^r<mm{M/k—a'M/x,n'&M/x} 

(n'/i)=l (r,a'n ')=1 


<p(rG)' 


Lorsque a Y M, l’erreur commise est 

«EEE T(q) 2 max\E*(z,y,a',q)\ <C r 3 (a)^(x, y) {H(u) 5 (logx) A + y 6 }. 


ka'—a q^M 

(?> a') 


Nous pouvons enlever la sommation en l 2 en rajoutant la condition (n, a') = 1. Il vient 

1 


n\(:r,y,M\a) = ^ /,!/,) ^ 


E 


ka'=a £i\k n£S(x/k,y) l^r<mm{M/k—a'M/x,nM/x} 

(£i,a')=l ( n,a'£i) = l (r,a'n )=1 


<p(r£i) 


Dans la somme intérieure, on a min {M/k — a'M/x, nM/x } = nM/x sauf pour les entiers 
n satisfaisant x/k — a' < n ^ x/k. Leur contribution est majorée par O (a (log M) (log p)). 
Nous obtenons donc 


°ï{x, y , Af ; a) = ni (x, y , M; a) + O (a(log M) (log y )), 


puisque 


0i(x,y, M-a) = Y d^'i) 

ka'=a £\\ k n£S(x/k,y) 

(£i,a')=l n>x/M 

(n,a’i i)=l 


y 1 . 

1 ^r<nM/x 
(r,a'n )=1 


(2.5) 


Il reste à vériûer que la somme a(log M) (log y) + Ri(a) est bien englobée dans le terme 
d’erreur du Lemme 12.11 compte-tenu de la taille de a et de M. □ 


3. Rappel de certains résultats 


3.1. Rappel concernant les nombres friables. Comme il est d’usage, nous utilisons a 
le point selle de la méthode du col appliquée à l’estimation de ty(x,y) c’est-à-dire l’unique 
solution positive a = a(x,y) définie par 

= logx. 


\ - log P 

2-^1 pa _ 1 

p^y 


Comme on a classiquement 


E 

p^x 


log p 

p — 1 


logx — 7 + o(l) 


(x —» oo) 
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où 7 désigne la constante d’Euler, on a aussi pour une constante convenable er 0 , 


a < 1 (er > xo, x ^ y ^ 2). 

Nous notons la partie y-friable de la fonction zêta de Riemann 

((«):= E ^ (»e( S )>0). 

' n s 

P(n)^y 

Nous posons 

Po(s,y) ■■= loge (s,y), Pi(s,y) - rf°(s,y), 
&k = Vk(.a:,y) := (-l) k <pk(a,y) (A-eN). 


(3.1) 


(3.2) 


Nous ferons usage des relations valables lorsque y ^ (loger) 0 , où C > 1, 

cr fc x (loger) (logy ) fc_1 (k ^ 1), (3.3) 

établies aux lemmes 2 et 4 de nu Nous notons £ = £(w) l’unique racine réelle non nulle 
de l’équation 

e^ = 1 + {u > 0, u^l). 

Nous introduisons aussi la notation 


y, = exp{(logÿ) 3 / 2 -'}. 


(3.4) 


Dans la suite de notre article, nous l’utiliserons l’approximation du point-selle a suivante 


a(x,y) 


1 - 


log y 



+ 


«(log yf 


(3.5) 


valable dans tout domaine où (loger ) 0 ^ y ^ x avec C > 1 de sorte que lorsque er est 
suffisamment grand 1 — a ^ 2/C. 

Le célèbre théorème d’Hildebrand et Tenenbaum nu, décrit une approximation uniforme 
de ^(er, y) en fonction de a = a(x,y) lorsque x ^ y ^ 2 . 


Lemme 3.1 ([H]). Lorsque y ^ loger, on a 


V(z,y) 


V2vra 2 f V 


a 


Remarque. Nous utiliserons à de nombreuses reprises, comme conséquence de ce résultat 
et de (13.31) . la majoration 


x a ((a,y) < i&(x,y){logy)y/ü, 

valable lorsque (loger ) 0 ^ y ^ er et pour une constante C ^ 1 fixée. 


(3.6) 


Nous aurons aussi besoin du résultat suivant nu lemmes 11 et 12], 
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Lemme 3.2 ([II]). Soient e > 0 et C > 1. Il existe une constante Ci > 0 telle que, lorsque 
(logx) G ^ y ^ x, et 1/log y ^ T ^Y e , on a 


1 

27 ri 


pa+iT 

• a—iT 
ra+iT 

J a—iT 


C(s,y)^j |ds| = ^(x, 2 /)|l + 0^ + (log(Tlog 2 /))(logy)e ClU ) 
|C(s,7/)x'||ds| -C '&(x,y)(l + T(logy)< 


— C\U 


? 


Proof. Nous énonçons une majoration adéquate de la quantité ((s, y)/((a, y) dans un large 
domaine en T\ = Qms \ sous la condition y ^ (logx) c . D’après la majoration (4.42) de [3], 
nous avons, pour chaque e > 0 fixé, s = a + ir, les majorations 


C (s, y) 
C {a, y) 




exp { - c 0 (r logy) 2 u] 


exn , _ -co(rlogÿ) 2 ^ _ 

” 1 (log(u+l)) 2 + (r log y)' 2 


(|r| < 1/log y) 
(l/log y < | t | < Y e ) 


(3.7) 


où Y £ a été introduit en (13.41) . 

Le lemme 11 de nu énonce la première estimation pour T = 1/log y avec un terme 
d’erreur en 0(l/u). Il s’agit donc de majorer la contribution des segments [a — iT,a — 
ij log y\ et [a+i/ log y, a+iT], En utilisant la deuxième majoration de (13. 7 j) . nous obtenons 


ra+i Iog(u+l) / log y 


' a+i/ log y 


|C(s,7/)x s ||ds| < x a Ç(a, y) 


/■log(u+l)/log y 

/ exp 

'1/log y 


-c 0 (r log y] 2 u 


(log(tt + l)) 2 + (t log y) 2 


dr 


< x *^ a ’y) (log(u + 1 ) ) H (u)— c °/ 2 < m(x,y)H(u)- c °/\ 
log y Vu 


De plus, lorsque log(w + l)/log y ^ T ^ Y e , grâce à (13.7p . nous avons 


ra+iT 

J a+i logftt+l)/ log y 
ra+iT 

f a+i log(it+l)/ log y 


|C(s, y)x s \ |ds| -C x a C t (a, y)Te C0 “/ 2 \|/(x, y)T(\ogy)+üe cotl//2 ; 

((s, y)— |ds| <C x a C(a,y)(log(Tlogy))e ~ c ° u/2 
s 

< 'L (x, y) (log(T log y)) (log y) +üe~ c ° u/2 , 


où nous avons utilisé (13.6p . En choisissant c\ < |co, nous obtenons le résultat. 

La troisième estimation s’obtient de la même manière que la deuxième. □ 


3.2. Bornes de la fonction zêta. Nous aurons besoin du lemme suivant. 

Lemme 3.3. Soient ê — /jL et e > 0. Dans un domaine défini par \a + ir — 1| > 1/10, 
nous avons 

C (cr + ir) (|t| + l)^ W+£ 
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avec 


1/2-a 


sia ^ 0 , 


, s 1/2 + m- l)a si 0 ^ a ^ 1/2, 

■= { 2tf(1 _ ff) Sî 1/2 < < 1, 


0 


sia ^ 0 . 


3.3. Approximation de ((s, y) et la fonction de Dickman. Nous utiliserons le lemme 
III.5.16 de [Ï5] qui repose sur la région sans zéro de Korobov-Vinogradov de la fonction 
zêta de Riemann qui s’écrit sous la forme 

C r G R. (3.8) 


a > 1 


(log(|r| + 3)) 2 / 3 (loglog(|r| + 3)) 2 / 3 ’ 

où c est une constante absolue suffisamment petite. Nous rappelons que nous pouvons 
choisir c > 0 de sorte que dans cette région 


i(s) + |(s) < (log|r|) 2 / 3 (loglog|r |) 1/3 
Soit / la transformée de Laplace d’une fonction / définie par 


(H >3). 


(3.9) 


/(s) : = 


—st 




Du lemme III.5.16 de ra découle le résultat suivant. 

Lemme 3.4 ([15]). Soit £ e]0, |[. Il existe un nombre réel y 0 = yo(e), tel que, sous les 
conditions ^ 

y^y 0 {e), a > 1 - --^ 77 —, L e (y), 


(log y) 2/5+£ ’ 


on ait uniformément 


C(s,y) = C(s)(s - l)(log y)g((s - 1 ) log y) U + O 


L e(y) 


Nous rassemblons dans le lemme suivant les informations concernant la fonction g de 
Dickman dont nous aurons besoin (voir le lemme III.5.12 et le théorème III.5.13 de US). 


Lemme 3.5. Nous avons 

t( n , ■ 3 / v / “ 2 (w)e“ ç( ' u) e _ur2/(27r2) si \t\ ^ n, 

+ tT) <<: { („)-> s, |r| > x, 

et lorsque |r| > 1 + u£(u) et s = — £(w) + ir 

lr. „/! + <(«) 


»*) = ;{ 1+0 ( i± iïr i ) 


(3.10) 


(3.11) 


Cette estimation vaut encore pour s = (a — 1) log y + ir. 
Lorsque u ^ 1, nous avons 


e(u) = / hfi e xp {7 - u£(u) + / (î(u))} [ ! + o 


(3.12) 
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avec, lorsque u tend vers l’infini, 


/■£(“) _ 1 

J(£(«)) : = / ——~ u , Ç '( u ) ~ 1/m. 

J o 1 

4. Calculs de séries de Dirichlet 


(3.13) 


Au Lemme I5Â1 nous écrirons la somme <t 2 (t, y , M; a) comme une double intégrale com¬ 
plexe à partir de la formule 

a 2 (x,y,M;a) = ^ 


n£S(x,y) x/M<q^x 
(q,na )=1 


<é 0 )' 


Soit 


$ 2 (s;a):= V , x a - 

z --' ( p(n)n s 

(n,a)=1 V 7 

Nous noterons dans toute la suite 




p|m 


Jr 


Nous sommes amenés à considérer 


^a(si,s 2 ;i/) := ^ —4>2 (s 2 ; 


P(n)^y 


an 


Le lemme suivant contient le calcul de F a (s\, s 2 ; y). 

Lemme 4.1. Lorsque 1 ^ |a| ^ y, 3îe(si) > 0, 3îe(s 2 ) > 1, nous avons 

F a (s i, s 2 ; y) = Fi(si, s 2 ; y)^ 2 (si, s 2 ; a) 


(4.1) 


avec 

Fi(si,s2;ÿ)=c(si,s) n é + ( i _ i/ P )(p«+i - 1 )) n 0+(i-i/pj/Ai-i))’ 

^ 2 (s 1; s 2 ; a) := ^ a (s 2 + 1) JJ ( X + (i _ l/p)^ 2 +l) ■ ( 4 - 2 ) 

Proof. D’après la formule (23) de [3j, un simple calcul fournit 
^ 2 (s; a) — J^[ (l + _ i/p^ps+i _ ]_) ) 

p\a 

= n( i+ (i_i/p)(p«+i-i)) ^ s+i )n( i+ (p-iy+i)- 
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Nous pouvons aussi écrire 

$ 2 ( 5 ; a) = g a (s + 1 ) JJ fl + 


p\ a 


p s+1 (p — 1) 


C(s + l)c(a + 2 >n (1 + ^,_iy+2 


(4.3) 


Nous obtenons 


F^ u v,y) = <hM E 4rll 1 ~ 1/p " +1 


n Slll l + l/(ü- l)n S2+1 
P(n)^y p\ n 

p\a 


$ 2 (s 2 ;a) JJ(1 - l/p si ) i n { 1 + 

p\a p^y 

p\a 


1 - l/p S2+1 


(p s 1 - 1)(1 + l/(p~ l)p S2+1 ) 


Or 


1 + 


1 - l/p S2+1 


(p S 1 - 1)(1 + l/(p - l)p S2 + 1 ) 1 - l/p S l V pSl+S2 + l(l -l/p+ l/p S 2+ 2 ) 


1 - 


donc 


F a (si,s 2 ;y) = ^ 2 (s 2 ;a)C(si,y) JJ (l - 


p^y 

p\ a 


V' 2 (si,s 2 ;a)$ 2 (s2; l)C(si,y) n b- 


p^y 


p s i+ S2 +i(l — l/p + 1 /p S2+2 ) 

1 


(4.4) 


p s i +S2+1 (l — l/p + l/p S2+2 ) 


De la formule 


^> 2 (5 2 ; 1) IJ (l “ 


p^y 


psi+52+i^x — l/p+ 1 /p S2+2 ) 


n i+7n 


(1 — 1 /p)(p S2+1 — 1) 


n i + 7n 


(1 - l/p") 


p>y v / jt / \£ / 

nous en déduisons la valeur de Fi(si,S 2 ',y) annoncée. 
Nous observons ensuite que, lorsque £ ^ y, on a 


(1 — l/p)(p S2+1 — 1) 


— = 9 e(s)((s,y). 
^ n s 


□ 


(4.5) 


P(n)^y 
(n,£)=1 


Nous serons amenés à considérer 


G a (si,s 2 ,y ). £ £ vVl) ( Y^^( rh )( rk)n k „ 

{h,a')=l 


^(0) 9a'r y t i(^l) 


C(si,î/). (4.6) 


on r y est la partie ^/-friable de r. 
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Lemrne 4.2. Lorsque 1 ^ |a| ^ y, 9fte(si) > 0, 9fte(s 2 ) > 1, nous avons 
G a (si, s 2 ; y) = Gi(si, s 2 ; y)ip 2 (si, s 2 ; a)K a (s\, s 2 ) 


Gi(s 1 ,s 2 -,y) = F 1 (s 1 ,s 2 -,y), 
1 s <„ „ \ 9a(si) 


K , , i Müi n ( i i 1 _ 1/pS2 f 1 _ 1 - 1 /p sl+S2 

U 2 9a{Sl + S 2 ) Al ^ ^0i+ S2 ) y p si _ 1 (p - 1)(1 - l/p s 2 +l) 


De plus, la fonction H 1 définie par 


Gfisi, s 2 ; y) = ( (ai, y) Hi(si,s 2 ] y) (4.7) 


vérifie 


Hfisi, s 2 ; y) — fl + 


n ( x + p «2+3(i _ i/p)j n ( x 

p>y v ' ' p^y 


P *52 2 j p S 1 _ p Si S2 1 _ p 1 

P S2+2 (1 — l/p)(l — l/p s l +S 2 +l) 


et \Hfisi, s 2 ,y)\ <C £ 1 lorsque 9fte(s 2 ) ^ —|+e, 3îe(si + s 2 ) ^ — 1+e, 3îe(si + 2s 2 ) ^ —2+e. 
Remarque. Il est important d’observer que Jl a (si,0) = 1. 

Proof. La fonction 


r ^ + + L = TT + + L 

+(^i) 11 p(p u G) 

V I r 


est mutiplicative. Ainsi 


+(^l) â'g'r+il’Sl) _ TT A_ (1 - 1 /p &1 ) 

( +(r£i)r S2 9a'h{si) 4,' (1 - l/p)(p S2+1 - 1) 

(■r,a')=l pfa «i 

p^y 


nb+ 

î+i 


(p s2+1 — 1) 


n (!+ 


(i — i/p)(p s2+1 — i) 


■ %(s ' 2 + 1 ) î îï 1 ^ 


(i - W 1 ) 

(i - i/p)(p s2+1 -1) 


n(i 


(i - i/p») 


(1 - l/p)(p S2+1 - 1)7 V (l - 1 /p)(p S2+1 - 1) 
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Il vient 


Ga(si, s 2 ; y) 

= n ) ^{h)ga'h( s i) tt (-> ,_ (1 - i/p si ) \ 

\k k + !)_!,U + 

(h,a')=l (4.8) 

TT fi +_1_ ) (î +_ (1 ~ 1/p51) _) _1 

= Gi(si,s 2 ;î/)^i(si,s2;a) 


où 


ÿi(si, s 2 ; a) : = 


n 


î - i/p s 


z^ fcSi + S 2 
ka'=a p\a' 


1 + 


(i-i/p s i) 


(l-l/p)(p»2+l-l) 


Z^ 

4| k 

(4Z )=1 


<^(/l 


n 

p|4 


i-i/p s i 

i-i/p^-h 



(l-l/pn) \ ’ 

(l-l/p)(p»2+l-l) J 


Notons 


no 

p^y 


(1 - 1/pSi) 


(1 - 1 /p) (p s2+1 - 1 ) 


C(s 2 + 1 , 2 /) JJ [l 

p^y 


1 — p 


1 —si 


P S2+ 2(1 — 1/p) 


C(s 2 + 1, y) C(s 2 + 2,2/) JJ 1 

p^y 

Ç(g 2 +1, y)C(s2 + 2, y) t r P 

C(si + s 2 + l,î/) V 


^2 2 j ^1 _ p ^1 ^2 1 _ p 1 

p S2+2 (l — 1/p) 

P s 2 2 j p S4 p Si S2 1 p 1 

P S 2 +2 (l — 1/p) (1 — l/p S l+ S 2 + l) 


D’autre part, 


no+ 

p>y 


1 \ _ TT 1 + (1 -p S2 + 1 )/(p S2+3 (l - 1/p)) 

(1 — l/p)(p s2+1 — 1 )/ J-J- (1 — l/p s2+1 )(l — l/p s2+2 ) 


Cela fournit bien la formule (14.71) . 
En utilisant 



(1 - 1 /p Sl ) \ TT/ (1 - l/p ai ) 

(1 - l/p)(p S2+l — 1)/ J-1 V (1 - l/p)(p S2 + 1 

p\k 

p\ a ' 


=n0 + 


(i - i/p") 

(i — i/p)(p s2+1 — i) 


? 


i) 

























ENTIERS FRIABLES DANS DES PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES DE GRAND MODULE 15 


nous obtenons 

-0iOi,s 2 ;a) 


y —rr 

Z_/ fcsi+S2 X ± 


1 - l/p si 


ka'=a 


E fÀhl TT 

in( PD AA 


l-l/p s l 
l-l/p s 2 + ! 


11 (i | (i-i/p 31 ) A ^ cz(ÏU 11 (i | b-i /p si ) ) 

p\ a ' (l-l/p)(p s 2+i_i) J ^ 41 k 1 7 p|4 ^ + (i-i/p)(p s 2+i_i) J 


y —tt 

Z_/ fcsi+S2 X X 


(h,a’)=l 

1 - 1 /P S1 TT / 1 


11 (-1 I (l-l/p s i) ^ n i 1 P - 1 ( 1 , _y-l/pn) 

ka=a p\a I T (l_l/p)(p s 2+i_l) I P\k \ l 1 ^ (l-l/p)(p s 2 + 1 - 1 ) 

Pt a' 

s 2 , a)K a (si, s 2 ) 


i-i/p s i 
l-l/p s 2 + 1 


avec 


1 


K a (s llS2 ) := g a (si) y [J 


+ 


p~ s2 - 1 


-J /jSi+52 11 _ l/p*l (j) — 1)(1 — l/p s 2 + !) 

ka cl 

p\a’ 


Un calcul fournit 

/ Usi , S2 ) = _^U_ n ( 1+ 1 - 1 /^t 1 


9a(s 1 + S 2 ) 


P || tt 


1 - l/p Sl+S2 


pu( Sl +s 2 ) yps i _ x (p — l)(l — l/p s 2+i) 


(4.9) 


(4.10) 


(4.11) 


Ainsi 

G a (si, s 2 ; y) = Kisx, s 2 ; y)K a {s x , s 2 ). (4.12) 

□ 


Dans le lemmc suivant, nous énonçons les majorations de if>i et ijj 2 dont nous aurons 
besoin. 

Lemme 4.3. Soit ô e]0, 1[. Il existe une constante C > 1 telle que nous ayons lorsque 
(loga ;) 0 ^ y ^ x, 1 ^ |a| ^ y, ïte(si) = a, 3fîe(s 2 ) ^ —(1 — 5), 

|'0i( s i) s 2 ; a ) | + |' 02 (si, s 2 ; a) | <5 r(a). (4.13) 

De plus, il existe une constante C > 1 telle que nous ayons lorsque (loga;) c ^ y ^ x, 
1 ^ \a\ ^ y, 0 ^ (5\ ^ 1/6, 0 ^ (3 2 ^ 1/6, 3f?e(si) = a — /3\, jfte(s 2 ) ^ —et — f3 2 , 

-0i(si,s 2 ;a) <C |a| 2 / 3 l+ 2 / 32 r 3 (a) 2 . (4.14) 

Proof. Nous choisissons C tel que a — 1 + ô > | 5 . Lorsque ïîe(si) = a, ïte(s 2 ) ^ —(1 — 5), 
nous avons 

1-1 jp S2 ( 1 l-l/p sl+S2 \ 

pv( Sl +S2) \^pSl _ 1 (p — 1 ) (1 — l/p s 2+l) J 

et donc par (14.111) 

K a {si, s 2 ) -C 1/ (g a {lfg a {5)g a i2a - 2 + 25) 2 ) 




+ 


p2a-2+25 _ p-S'j (p— 1)(1 — p~ 5 ) 































16 


R. DE LA BRETÈCHE AND D. FIORILLI 


alors que d’après le Lemme 14.11 nous avons 

-0 2 (si, s 2 ; a) <5 l/g a (S) r(a), 

ce qui fournit la majoration 

t/d Od s 2 ; a) <^ s 1 / (g a (l) 3 g a (ô) 2 g a (2a - 2 + 2ôf) <5 r(a). 

Plaçons-nous maintenant dans le cas où ïîe(si) = a — f3±, ïîe(s 2 ) ^ —a — (3 2 avec 
0 ^ Pi ^ è- D’après (14.2p . nous avons 


0 2 (si,s 2 ;a) < \g a (s 2 + l)|/|^ a (l - /? 2 )| 2 ■ 


D’après (14.101) . 


( \ -W!St \ _ ( \ 9a'( S 2 + 1) TT — 1 /p S2 + 1 P S2 — 1 

.9a ( s 2 + l)A a (si, s 2 ) — g a [s i) 2^ —7 Sl+S2 — 1 _[ I “- -n—, - V 


Nous avons 
K a {si, s 2 )g a (s 2 + 1 ) 


k s i+s2 ±i y i - i/p s i (» - 1) 

ka'=a p\k 

v\ a ' 


(4.15) 


•C 


•C 


< 


g a (a - Pi) 


TT p Vi+h>( vp -fh.-h(\ + p “+^-i) + P + P -+ 

- LJ - V 1 — I/o 


P \\ a 


1 _|_ p a +ft2 — 1 ^ -)- p a ~^P2 — 1 

\ — P~ a +fîl 


|a | ft+/32 

»«(“ - A) p 1 .,. 

| a 12(/3i +# 2 ) 


1/p 

1 _|_ pO+/Î2-l _|_ pO+ft 


n(^(p-^-^ 2 +p Q - i - /?i )+ p i\/ p + 


-i 


X — p-a+Pl 


] J (2z/ + 3 + 1/p) <C r 3 (a)r(a)|a| 2(/3l+/32) . 


9a(l)9a(oi - A) 2 „ N 
P ||a 

Cela fournit la majoration annoncée puisque 

r 3 (a)r(a)/|^ a (l - p 2 )\ 2 < r 3 (a) 2 . 


□ 


5. Estimation de à x et a 2 par des intégrales doubles 

Nous rappelons la définition ( 12 .4p de ài(x,y, M] a) et ( 12 . 2 p celle de cr 2 (x,y, M-,a). 

Lemme 5.1. Il existe une constante C > 1 telle que nous ayons lorsque (loga ;) 0 ^ y ^ x, 
1 ^ \a\ ^ y, (logx ) 13 ^ Pi ^ T^ 4 ^ yfx, T 2 ^ (logx) 2 , k = 1/logaq M ^ x lp2 , 


&i(x,y, M', a) = 


1 


a+iT\ rK,+iT 2 ri « rie 

f G a ( Sl ,s 2 ,y)x s 'M s *- 2 1 


(2T/) 2 Ja-iT i Jk-ÏT 2 

^(x,y) 


(s 2 + Si)s 2 


, n ( r sV(x,y) , *S{x,y)\ 

+ °( T ( a )-p73“ + r (“)^i72-J 


U 
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et 

1 pa+iTi pn+iT 2 HsnHsi 

a 2 (x,y,M;a) = / / F a (si, s 2 ; y)x Sl+S2 (l — M~ S2 ) - 

{2m) 2 J a _ iTl J K _ m sis 2 

1 1 1 2 


Proof. Montrons en détail la somme cr 2 (x,y, M] a) définie en (12.2p . Une interversion de 
sommation fournit ^ 

«T 2 (i,ÿ,M;a)= Y. J2 

n£S(x,y) x/M<q^x ' ' 

(q,na )=1 

En utilisant la majoration n/(p(n) <C log log(3n), une formule de Perron [I5l corollaire 
II.2.3 et II.2.4] fournit lorsque k = 1/logx 


E 

x/M<q^x 
(q,na )=1 


1 

<p(q) 


1 pK+iT 2 J 

— & 2 {s 2 , an)x S2 (l — M ~ S2 )—- 

2m J K _ m s 2 


q( { logg) + (log T 2 ) (log log x) + (log logx)M 
V T 2 x 


Nous prenons T 2 ^ (logo:) 2 de sorte que le premier terme d’erreur soit -C T 2 ^ 2 . De plus, 
le terme principal est O (log M). 

Nous rappelons la définition (14. ip de F a (si, s 2 ; y). Une deuxième formule de Perron [ 151 
théorème II.2.3] fournit alors 


cr 2 {x,y,M ; a) 


E E 

n£S(x,y) x/M<q^x 
(q,na )=1 


1 

<p(q) 


(2m) 




' ot—iTi 


[■K+iT 2 ri e ri e 

/ F a (s 1 ,s 2 ] y)x Sl+ ^(l-M--) aS2aSl 

K—iT 2 


SlS 2 


0 [j^y) + -l>( I , i/ )loglog % ^i ogM 


Tr 


1/2 


X 


1/2 


P(n)^y 


n a ( 1 + Ti\ log(x/ra)|)/ ' 


La contribution des n ^ [x — x/T ^ 2 , x + x/Xj 1//2 ] dans la somme est 

« x a C t (a\ y)(logM)/Tj 1/2 . 

En supposant T] ^ (log x) 12 et en utilisant le Lernrne 13.11 et (13.3p . nous obtenons une contri¬ 
bution <C ^(x, y)/T 1 1 ^ 3 . D’après la sous-convexité de ^(x, y) P theorem 4], la contribution 
des n G [x — x/T ^ 2 , x + x/T^ 2 } dans la somme est 

<C (log M)(^(x + x/Tl /2 ,y) - x-x/TÎ /2 ,y )) 

E (logM)'h(2x/T 1 1/2 , y) « x a C(a,y)(\ogM)T~ a/2 « tt(x, y)/T^ 
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dans le domaine y ^ (logx) . L’avant-dernière majoration découle de la majoration 
de Rankin ^(x, y) ^ x a ((a,y) et la dernière majoration provient de (13.61) couplé avec 
l’inégalité 7\ ^ (logx) 12 . 

Cela achève la preuve de l’estimation de cr 2 (x, y , M; a). 

Nous rappelons la définition (12.41) de 3q(x,y,M;a). Grâce au calcul (14.5p . une formule 
de Perron fournit 


^a'rh (x/k, y) - a 'rl\ ( Vx/M , y) 


2ni 


r a + iT i T «i h 

■x-m K s i 


où r y est la partie y-friable de r et c > 0 une constante positive convenable. Puis, nous 
estimons la somme en r grâce une autre application de la formule de Perron. À partir de 
la formule 

rK+io ° ds 1 - x~ w 


2 vrf J K—ioQ 

nous obtenons 




s (s + w) 


VJ 


(Pjejga'ryhisi) 

p(r£ l) 


E 

1 ^r<M/k 
(r,a'n )=1 


Nous avons donc 


-| p K,-\~ioo 00 

{ ,- {k r, M r ) = - e 

r=l 


1x^1 (oO,xe M>0, 9 fte(iu) > 0 ), 


K+î °° ^ <p(h)9a>r yh ( S l) (M/ky* Sl ds 2 


<p(r£i)r S2 s 2 (s 2 + si) 


_ 1 /“ 
+ o(r(a) 


a+iTx r n+ioo J J 

G a (s u s 2 -,y)x a 'M a > 2 ^ 
(s 2 + Si)s 2 


iT\ J K,—ioo 

V{x,y) 

-1/3 


t ; 

où G a a été défini en (14.61) . En utilisant les Lennnes 14.21 et POl nous avons dans les segments 
considérés, lorsque |r 2 | ^ 1 , 

G a (s u s 2 -y) < r(a)C(a, y). 

Il est donc possible de tronquer la droite d’intégration en s 2 en un segment défini par 

. I ^ rr __• 15_ _ 15_ 


|r 2 | ^ T 2 au prix d’un terme d’erreur 


«*(*.») 


To 


T 


,1/3 


□ 


où nous avons utilisé (13.9p . puis (13.6p . 
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6. Première application du théorème des résidus 


Nous introduisons la fonction G a (si, s 2 ; y) construite à partir de la fonction G a (si, s 2 ; y) 
introduite au Lemme 14.21 de la manière suivante 


G a {s 1 ,s 2 - 1 y) 


G a (si, s 2 ; y) 


C( s i + s 2 + 1 , y) 
C( s i + s 2 + 1 ) 


Le Lemme 14.21 couplé avec (14.711 et (j4.9j) fournit 


G a {si,s 2 ,y) = g 2 ; a)C(si, y) ^ + ^ ^ #iOu s 2 ; y), (6.1) 

C(si + s 2 + 1) 

où une expression de -0i(si,s 2 ;a) a été donnée en (14.9p . Une première application du 
théorème des résidus fournit l’estimation intermédiaire suivante. 


Lemme 6.1. Soit A > 0. Il existe des constantes C ^ |, 5 > 0 telles que, lorsque 

(logx) c ^ y ^ x 1 / 0 , 1 ^ |a| ^ Mi ^ y, (logx ) 13 ^ Ti ^ ^ yfx, (logx ) 12 ^ T 2 ^ ^/ÿ, 

k' = —a + 1 / log Mi, nous avons 


a(x,y,Mi,a) 


1 

(27Tï) 2 


ra+iT\ pk!+ 1T2 
* ot—iTi J k!—1T2 


G a {si,s 2l y)x sl Ml 2 


ds 2 dsi 
$2(82 + Si ) 


+ 0 A [r 3 (a)^(x,y){H(u)- s (logx)~ A + y~ s + T~ 1/3 + T 3 (a)T~ 1/3 }) . 


Remarque. Dans le cas M — 1 développé dans [2] pour a = 1, le résultat obtenu est 
sensiblement différent puisque a 3 (x,y, 1; 1) = 0. Il est facile d’obtenir dans ce cas 

v(x,y, 1; 1) =Res 0 (x,y ; 1) + O a (^>(x, y){H(u)~ s (\ogx)~ A + y~ 5 + T[ 1/3 + T 2 ~ 1/3 }). 

où Reso(x,y, 1) est calculé en (16.3p . Cela complète la remarque 4 du Théorème 11.31 


Proof. Nous évaluons la différence 03 (x, y ; M, a) des termes principaux des estimations de 
cxi(x, y, M, a) et a 2 (x,y; M,a) énoncées dans le Lemme lïïTTl lorsque M ^ x 1 / 2 . Nous avons 


a 3 (x,y,M-, a) 


1 

(27IÙ) 2 


pa+ïTi /»Av+zT2 


X 


si 


• Q —zTl J K—1T2 



a(si, s 2 ; y) 


SiM 32 
S2 + Si 


F a ( Sl ,s 2 ,y)x S2 (l-M- S2 )j 


ds 2 dsi 

S2S1 


Comme, en prenant la constante C suffisamment grande, nous pouvons supposer 1 — a ^ 
1 , nous décalons la droite d’intégration en la variable s 2 jusqu’à l’abscisse —£ où £ est un 
paramètre choisi suffisaemment petit. Dans la bande verticale définie par — | ^ 3fîes 2 ^ k, 
d’après le Lemme 14.31 nous avons 


Fa(si,s 2 ;y) 

I 

G a (sh s 2 ; y) 

C(s 2 + l)C(si,y) 

1 

C(s 2 + i)C(si, y) 


( 6 . 2 ) 


Le seul résidu dans cette bande verticale correspond à s 2 = 0. Nous écrivons 
F a (si, s 2 ; y) = f a (si, s 2 ; y)/s 2 , G a (si, s 2 ; y) = g a (si, s 2 ; y)/s 2 . 
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D’après (14.121) et la relation Ji a (si,0) = 1, nous avons 

fa(si,0\y) = g a (si,0\y). 

Le résidu en s 2 = 0 de la fonction intervenant dans l’écriture de <J 3 (x, y, M; a) vaut 


Res 0 (x, y; a) = — 


r»a+iTi 


X 


si 


9a(si,0\y) dg a (s 1 ,0-,y) \ ds 1 

' Si 


la-iTi v S 1 d s 2 

Ce terme ne dépend pas de M. 

Par la majoration (16.2[) et la majoration |£(si,y)| ^ ((a, y), nous obtenons aussi 

. + , ,, ^ s2; ^ (i _ a^, < T(a) «S (log 

\£TTl) J a _ iTl J _ £ _ iT2 SiS 2 X 

Pour justifier cette application, nous pouvons utiliser les bornes de la fonction ( énoncées 
au Lemme [3731 et la majoration (13.6p . 

Ainsi le théorème des résidus fournit 

( i \j \ 73 > t \ \ r\( t ^(x,y) M£T 2 e ^(x,y) 

a 3 {x, y , M ; a) =Res 0 (x, y\a) + 0[ r(a)- - -h r(a) 


(6.3) 


X' 


e/2 


T, 


l—e 
2 

ds 2 dsi 


r-a+iTi /■— s+iT2 

/ / G a ( Sl ,s 2 ,y)x s 'M S2 - 

la-iTi J-E-iT 2 S 2\ s 2 + Si) 


(27Tï) 2 

où le second terme dans le terme d’erreur correspond aux contributions des segments 
horizontaux. Le dernier terme de cette formule est <C r(a)d>(x, y)(logx) 2 /M e et l’on peut 
négliger ce terme lorsque M = M 2 . En reportant ces résultats dans (12.31) et en utilisant le 
Lemme [2~T1 et (12.11) . nous obtenons l’estimation 


a(x,y,Mi;a) = 


(271ù) 2 


a+iTl f- £+i T 2 ds2dsi 

/ / G a {s ll s 2 ]y)x 1 M l 2 — ---- 

’ a—iTi J-e-iT 2 S 2 {S 2 + Si) 


+ 0{r 3 (a)^(x,y){H(u)- 5 ( logx)~ A + y~ 5 + T~ 1/3 + T ~ l/3 + 

D’après le Lemme 14.31 lorsque ïîesi = a et 3 fles 2 = —e, nous avons 

G a (si,s 2 -,y) ~ G a (si, s 2 ; y) < |C(«i, Î/)C («2 + 1)| V~ a+e r(a) 

de sorte que le remplacement de G a (si, s 2 ; y) par G a (si, s 2 ; y) n’induit qu’un terme d’erreur 

< r(a)4'(a:, 7 /)T|i/ _a ( 7 //M 1 ) £ (logx) 2 (log y) < r(a)V(x,y)y~ s . 

11 reste à observer que nous pouvons décaler l’abscisse d’intégration en s 2 jusqu’à l’ab¬ 
scisse k/ = —a + 1/log M en appliquant le théorème des résidus à un rectangle. C’est 
possible puisque 

fjiç( 1 + cr 2 ) + nç (2 + cr 2 ) < 1/2 («' ^ ct 2 ^ k), 

où nous renvoyons au Lemme [Xol pour la définition de fiç. D’après (14.14p . la contribution 
des côtés horizontaux est 


< ^(x,y)^^-(logx)' 2 < d>(x,y) 


Tr 


r 3 {a) 2 

T i /3 
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pourvu que T 2 ^ (logx) . Dans le rectangle considéré, il n’y a pas de pôle puisque 0 < 
a < 1. Cela achève la démonstration du Lemme 16.11 □ 


7. Seconde application du théorème des résidus 
Nous montrons maintenant le lemme suivant. Nous notons 

1 rc*+iLe(M) \ 

I(x, y M) := — / 4 r i ^ d*- 

2 KlJa-iLeiM) C( s l)( s l — 1) 


(7.1) 


Lemme 7.1. Soient £ e]0, \[ et A > 0. Il existe des constantes C ^ S > 0 telles que, 
lorsque (x,y) satisfait (H e ) et y ^ x 1 ^, 1 ^ |a| ^ M 1//2_e , M satisfait à (11.5p . nous avons 


, ., . ip(a)x „ f r^(a) 2 ^(x, y) 

<j(x, y, M ; a) = -—— I(x/a , y, M ) + O e a \ — „ rT , - ' 

y ; 2 Ma w y ' ’ V ML £ (M) 


(7.2) 


Proof. D’après (14.14p . la fonction introduite G a en (16.111 vérifie dans le domaine ïîe(si) = a 
et ïte(s 2 ) ^ —a 

|C( S 2 + 1)C( S 2 + 2)| 


G a (si,s 2 ;y) < r 3 (a) |C(«ii2/)|- 


IC(S 2 + Si + 1)1 


et, avec le Lemme [3731 et (13.91) . 
G a (s 1 ,s 2 ,y)x sl M S2 


S2{s 2 + Si) 


, , 2 |C( s i; y)\x a M a2 .. . , . 

^ T 3( a ) 7Ï-—-, .n,- \i/ 2 - e l°g( T 1 + r 2 + 2 ). 

(|ti + t 2 \ + 1)|t 2 | 1 / 2 £ 


(7.3) 


Nous appliquons le Lemme 16.11 avec T 4 = T 2 = (logx) 44 M 16 de sorte que, sous la 
condition (11.51) . nous ayons 


i ra+iTi rn'+iTi _ Hsndsi 

a(x,y,Mi,a) =j—^ j / G a (si, s 2 ; y)x Sl M [ 2 —-———- 

’a-iT i J K '-iT 2 S 2 [S 2 + Si J 


(fini) 2 


O 


r 3 (a) 2 ^(x,y) 
ML s/2 {M ) 


(7.4) 


Pour restreindre le segment d’intégration en s 2 à |r 2 | ^ L e (fM) et le segment d’intégration 
en si à |ti| ^ L £ (M), nous distinguons deux cas. 

Lorsque u ^ (log 2 ?/) 2 et sous la condition Tf ^ 7/(u) 4 , 5 (logx ) 4A+11 issue de (11.51) . le 
Lemme 13.21 fournit 

/ |C(si,î/)x sl ||dsi| <C V(x,y). (7.5) 

J a—iTi 

La restriction au segment d’intégration en s 2 à |r 2 | ^ L e (M) induit un terme d’erreur 


<C 


T S (a) 


M«L e (M) Va J a _ m 


“ + ‘ Tl |C(si,!/)i*‘||ds 1 | « T Æ^É « T ^ {x ’ v) 


M«L 2£/3 (M) ml £/2 (m) ’ 
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où la dernière majoration a été obtenue grâce à (x, y) G (H e ) et M ^ y. Puis, la restriction 
au segment d’intégration en à |tï| ^ L e (M) induit un terme d’erreur 




-Æi r n k(si „w»i|i ds i « 

M«L«(M)'/3 J a _ m I 1 - 11 ML. /2 (M) ' 


Le cas u ^ (log 2 y) 2 est plus délicat car nous ne pouvons plus utiliser la majoration (17. 3 p 
et la formule (17.51) n’est plus disponible. Dans la formule 

G a (si,s 2 -,y) = ^ 1 (si,s 2 ;a)C(ai,y) ^r + + H 1 (s 1 , s 2 ] y), 

CUi + s 2 + 1) 

nous évaluons le facteur ((s±,y) grâce au Lenirne 13.41 et à l’estimation (13 .11 j) 

(«1 - l)(l0g?/)f?((Sl - 1) log y) = 1 + Q ( | g 1 ^ l\loay ) 
valable lorsque |ti| ^ (1 + u£(u))/logy donc lorsque |ri| ^ L e (M). 11 vient 

C(si,ÿ) = CW(l + o( , 1 + 1 ‘^ m) + *)}. (7.6) 


l \(si-l)logy L e (y) 7 J 
Ainsi la contribution au terme principal de (17.41) des |ti| ^ L e (M ) vaut 

1 r' +,T >[ , , w ,C(s 2 + 1)C(s 2 + 2)„, x sl M Sî ds 2 dsi 

- / / ^i(»i,» a ;a)C(»i) H^sus^y) , 

U'-m 4L £ (M)<|n|<Ti S15 i + S 2 + 1J S 2 (^S 2 + SiJ 


(27 T%y 


O I 


r 3 (a)V*(l + <(«)) r 3 (a) 2 (logT 1 ) 2 a: Q 


(7.7) 


M a L £ (My/ 3 log y 


M a L £ (y) 


où dans l’intégrale si désigne a + ir±. Dans le domaine (H e ), d’après (jl.3f) . (13. 5 p et (13.12p . 
nous avons 

x“(l + w£(w)) <C xe _ “^(l + u£(u)) <C ^(æ, y)e~ u ^ 2 , (7.8) 

ce qui permet de majorer le terme d’erreur de manière satisfaisante. La deuxième étape 
consiste à utiliser l’approximation suivante 


CM= E 


l^n<|ri| 


Tl Sl 


+ O 


(N + 1) CT1 


N > !)• 


(7.9) 


Cette méthode a déjà été utilisée par Salas p3j dans la preuve de la Proposition 2 (voir 
aussi la démonstration du théorème 111.5.17 de [15]). En reportant celle-ci dans (17.71) . nous 
montrons de la même manière que précédemment que la contribution du terme d’erreur 
est englobée dans le terme d’erreur de (17.2p . 

La contribution dans (17.71) du terme principal de (17.91) vaut alors 

rn'+iT 2 AP 2 dso 

/ C ( s 2 + 1)C( S 2 + 2).R n (s 2 , xfn\ L £ (M), Tj, a) -. (7-10) 

l^n^Ti ^k'-îT 2 s 2 
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avec 


R n ( s 2 , Z] L, Ti, a) := 


1 f : ( H 1 (si,S2,y)z* 1 dsi 

(27T ï) 2 7m ax {L,n} < |n|<Ti ’ ’ C( s l + S 2 + 1) (s 2 + Si) 


Dans chacun de ces intégrales dépendant de n, nous décalons l’abscisse d’intégration jusqu’à 
a — (log Ti)~ 2 / 3 ~ £ — 1/ log a; afin que + + s 2 + 1 reste dans la région sans zéro de zêta (13.81) . 
Nous avons 


R n (s 2 , z-, L , Ti, a) r 3 (a) 2 ^ a | (- 


Z \ -(logT!)- 2 / 3 - 


(log T\) 2 + 


2 , T n{r 2 ) 
log 0 


— 1 +e 


(7.11) 


avec 


T n (r 2 ) := 1 + min {| max{L, n} ± r 2 |, |Ti ± r 2 |}. 

Le second terme correspond à la contribution des segments horizontaux où nous avons 
utilisé la majoration 

r a z a 

/ z ai dcq < --. 

J a— (logTi) _2 / 3_e — 1 / logx lOg- 

La contribution du premier terme du majorant de R n dans la somme (17.101) est 


•C r 3 (a) 


,x 2 


— ^(logTi) 2 / 3 e — otrpl/2+e 


< r 3 (a) 




M a 1 - a " ' M 2 

compte-tenu de la taille relative de Tj, T 2 , x et M. D’après la majoration 

/ OO 

(1 + | T± r 2 |)- 1+e (l + |r 2 |)- 1/2+£ dr 2 < (T ^ 1), 

-OO 

la contribution du second terme du majorant de R n dans la somme (17.101) est 


< T 3 (a) 


x 


M a log x 


E 

l^n^Ti 


r 3 (a) 2 d'(x,y) 
n a max{L e (M),n} 1 / 2 ~ 2e ^ ML £ / 2 (M ) 


•C 


Montrons maintenant que nous pouvons négliger la contribution dans (17.41) du segment 
d’intégration en s 2 à |r 2 | ^ L e (M). Les détails sont très proches du cas précédent. La 
contribution des |ti| ^ (1 + u^[u))/logy et L e (M ) ^ |r 2 | ^ T 2 est négligeable grâce à 
la seconde estimation du Lemme [3721 Lorsque (1 + «£(«))/ log?/ < |tï| ^ L £ (M ), nous 
pouvons utiliser successivement la formule (17.61) puis (17.91) . La contribution des termes 
d’erreur de chacune de ces estimations est facilement négligeable grâce à (17.81) . 11 reste 
donc à majorer 

r M s 2A s 

£ / C ( s 2 + 1 )C ( S 2 + 2 )-R„(s 2 , x/n\ (log(w +1))/ log y, L e (M), a) - —.(7.12) 

1 -'Le(M)^|r 2 |<T 2 s 2 


Pour cela, nous utilisons la majoration (I7.1ip de R n pour obtenir une contribution majorée 
par 


T 3 (a) 2 ^(x,y) 

ML £/2 {M) 
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Nous obtenons donc 


o{x,y,M\a) = 


pa+iL e (M) pK'+iL e (M) _ j „ J „ 

' / G a (si,s 2 ,y)x^M S2 s*™ 1 

a-iL e (M) J K '-iL e (M) S 2 [S 2 + Si) 


(27rz) 2 

q( M a ) 2 ^(x,y) 


(7.13) 


ML £/2 (M) 

Dans une deuxième application du théorème des résidus, nous décalons la droite d’inté¬ 
gration en s 2 dans la double intégrale approchant a(x,y,M ; a) jusqu’à 


æe(a 2 ) = k" := —a — 


< -1 


(7.14) 


(log A/) 2 1 5 +£ 1 3 

avec | t 2 | ^ L e (M) et c suffisamment petite. 

Étant-donné nos connaissances sur la région sans zéro de la fonction zêta de Rie- 
mann (13.8p et l’expression (16.11) définissant G a (si, s 2 ,y), le seul pôle contenu à l’intérieur 
du rectangle considéré est celui en s 2 = —1. Nous notons Res i le résidu correspondant 
à s 2 = - 1 . 

Nous avons 


Res i = 


27 ri 


ra+iL e {M ) ~ si J „ 

/ (G a (si, s 2 ; y)((s 2 + 2 ) 1 )(s 2 = — 1 ) 

' a—iL e (M) 


avec, d’après (16.Il) et (14.12p . et la formule Hi(si, — 1 ) = 1 , 

(<?„(» i, S2I ï)C(*2 + 2)- 1 ) (s 2 = -1) = ddc(0 )- C(Sl ’ v) 


Ms i — l 

<p(a) C(si,y) 


a si ' C(si) 2 l«h COi) 

où nous avons utilisé la formule £(0) = —1/2. La première égalité se justifie par la formule 


V ods 9 + 1) / y a ( s i ) 


9a(s 2 + 1) 

issue du Lemme 14.11 et par la formule 

(K a (si,s 2 )g a (s 2 + l))(s 2 = - 1 ) = 


9a(Sl) 

9a{Sl - 1 ) 


n 


P \\ a 


P 


— si+1 


P‘ 


,1/(81 —1) 


issue de (14.111) . Ainsi 


Res i = 


P(\a\)x 

’ 2M\a\ 


I( x /\a\,y;M). 


Nous pouvons choisir c et £ suffisamment petit de sorte que 


Rc(l + ^ù) + hç(2 + cr 2 ) ^ | — £ 


(3?e(s 2 ) = cr 2 ^ k"), 


D’après le Lemme [3731 (14.141) et (I3.9P . nous avons dans la région ïîe(si) = a, 3fîe(s 2 ) ^ k", 
G a (s 1 ,s 2 ;y)x 31 M S2 


•C r 3 (a) 


C( s i; y)\x a M a2 

a 

—2(o-2+a) 

(|t! + r 2 1 + 1 )( r 2 

| +1 )V 3 


l°g(l r i + r 2 \ + 2 ). 


S2 (s 2 + Si) 

Majorons la contribution sur les deux côtés horizontaux du rectangle et du côté vertical 
d’abscisse a 2 = k". 
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Lorsque u ^ (log 2 y) 2 , nous pouvons utiliser (17.5p puisque L e (M) ^ 7j . Nous majorons 
la contribution des segments horizontaux par 

r 3 (af^(x,y) f K ' ^(af^/x^y) 

M a L e (My j4 J K „ \a 2 J a2 £ ML £ (M)V 8 ' 


Pour borner la contribution du segment vertical correspondant à l’abscisse ;ï?e(s 2 ) = k", 
nous séparons ce domaine d’intégration en la région {|ti + r 2 | ^ |t 2 |/2, |ti|, |t 2 | ^ L e (M)} 
et son complément. Dans ces deux régions, nous obtenons une contribution 


•C 


n{a) 2 ^(x,y) 


M° 


(M/a 


2\K"+a 




T 3 (a) 2 ty(x,y) 

ML £/2 (M) 


Dans ces deux dernières étapes, la condition |a| ^ M x ! 2 ~ e a joué une rôle crucial. 

Lorsque u ^ (log 2 y) 2 , les détails sont à nouveau plus délicats. La contribution des 
|ti| ^ (1 + uÇ(u))/ logy est négligeable grâce à la seconde estimation du Lemme [3721 qui 
remplace la majoration (17.51) . Lorsque (1 + u^(u))/\ogy ^ |ti| ^ L £ (M), nous pouvons 
utiliser (17.61) . 

Nous pouvons alors majorer la contribution du segment horizontal d’ordonnée L e (M ) 
par 


r 3 (a) 2 x a f K ' (M_\ a2+a d f lC(gi)| , 

M“L £ (M)V 4 J k „ Va 2 / J\ n \<L e (M) \L e (M) + n\ + 1 

r 3 (a) 2 x a T 3 (a) 2 ^(x,y) 

M a L s (My / 5 < ML e/2 (M ) ' 


Il en est de même pour le segment horizontal d’ordonnée —L e (M). La contribution du 
segment vertical est 


< r 3 (a) 2 


x a M K 

a | 2 (t7 2 +a) 


>\n\^Le(M) 


’\ Tl \^L e (M) 


|C(si)|log(|ri + r 2 | +2) 

—-;-;-;--QTi CLTo 

(Id + T 2 | + l)(|r 2 | + 1) 1/3 


< r 3 (a ) 2 


x a M K 
a | 2 D2+0) 


L e (M) < 


r 3 (a) 2 ^(x,y) 
ML £/2 (M) ’ 


ou nous avons utilisé (I7.8|) pour majorer x a . 

Nous obtenons ainsi dans tout le domaine (H e ) l’estimation 


cr(x,y,M ; a) 


<p(\a\)x 

2M\a\ 


I(x/\a\,y; M) + 0 £)A 


ML £/2 (M) J' 


□ 


La quantité I(x,y ; M ) introduite en (17.ip est une approximation naturelle de la somme 


^{x,y):= 

n^x 

P~{n)>y 


y/n) 

n 
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où P (ri) désigne le petit facteur premier divisant n avec la convention habituelle P (1) = 
+oo. En effet, la formule de Perron fournit lorsque x ^ N 

1 r +io ° C(ai,y) 


$n(x,y) = 


27 ri 


C(si)(si - 1) 


x 


.si—1 


d.si (k > 1). 


Une formule de Perron tronquée fournit classiquement 


®v(x,y) = I{x,y,y) + o( 


L e(y) 


Dans [L2, équation (1.5)], il est montré l’estimation 

®»(x,y) = { 1 + o( 1 ° ë 1 ^ 1 ^ )}g(M) + o(-^y) ((x,y)eG e ). (7.15) 

Ici, (G e ) désigne le domaine en (x, y) défini par 

x ^ 2, exp{(logx) 2 ^ 5+£ } ^ y ^ x. 

Nous reprenons la méthode de [12] en précisant ce résultat. 


Lemme 7.2. Soit e e]0,1/2 [. Lorsque (x,y) satisfait (H s ) et 1 ^ M ^ y, nous avons 

1 1 


I{x,y,M) = e {u){l + 0(- 


+ 


.H(ufL £/2 (M ) L e/2 (y). 

où 5 est une constante positive. Ainsi, lorsque (x,y) est dans (G e ), nous avons 

1 


y; y) = siv) + o 


L e/2 (y) 


Remarque. 1- L’extension de l’approximation de I(x,y]M) à un domaine plus vaste 
que le domaine d’Hildebrand (H e ) demanderait une région sans zéro de la fonction ( de 
Riemann plus grande. Nous renvoyons pour cela à l’article de Hildebrand |8] expliquant le 
lien entre le domaine de l’approximation de ty(x,y) par xg(u) et la région sans zéro de la 
fonction ( de Riemann. 

2- La restriction à (G e ) vient de la première estimation de (17.151) établie dans [12]. 


Proof. Nous montrons tout d’abord que, grâce à une application du théorème des résidus 
et à la formule (13.5p . nous pouvons décaler l’abscisse d’intégration de a à «o = 1 — 

Le terme d’erreur induit correspond à la contribution des segments verticaux d’ordonnée 
±L £ (M) et est majoré par 


^x a °-\(a,y) 


\a — «o| 

L e (Myp 




e(u) 

L/M) 1 /2’ 


où nous avons utilisé (13.51) puis (13.61) . En effet, la majoration \a — 
x a x x a ° et ((a, y) x ((ao,y). Nous approchons le rapport 


«o | 1/ log x implique 


C(si,y) 

C(si)(si - 1) 
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apparaissant dans la définition (17.ip de I(x,y, M ) lorsque si = a 0 + ir\ et |r| ^ L e (M) ^ 
L e (y) grâce au Lemme 13.41 L’appartenance à (H e ) permet de se placer dans le domaine 
d’application de cette approximation. 

Nous avons ainsi 

CM(», -1) = 5,(51 ■ 1( loËa)(log!,) { 1 + °(uU))}- (7 ' 16) 

Les estimations (13.1 Où . (13 .11 jl . (13. 12[) du Lemme l3~5l fournissent 

/ |é?(-£(w) + rr)|e _<(u) dr < g(u) + g(u)H(uy l log ( Le \^ TTY^ )' 

J—L e (M) V 1 + «Ç(«) > 

La contribution du terme d’erreur de (17.16P est donc 

q(u) 

LeM 

D’après (13.111) . nous avons lorsque T > 1 + uÇ(u) 


q(—£,(u) + ir)e mr dr <C 


1 + <0) 

T 


de sorte que pour tout T ^ 1 et u ^ 1 grâce à (13.121) et (13.131) 

r0 ° g(u)e u ^H(u )- 5 


g(—Ç(u) + iT)e lur dr -C 


T 


(7.17) 


(7.18) 


Notons que lorsque 1 ^ T ^ 1 + u£(u) cette majoration découle aussi de (13. 101) . 
Le terme principal attendu dans l’approximation de I(x,y ; M ) est donc 


1 

2ni 


r-£,{u)+iL £ {M)\ogy 

/ )?(s)e“ s ds. 

-£,(u)-iL e (M) log y 

Nous étendons le segment d’intégration en la droite ïîe(s) = —£(«). L’erreur peut donc être 
majorée par O (g(u)H(u)~ s L e / 2 (M)~ 1 ). En prenant T = L e (M) log y dans (17.171) et (17.181) . 
nous obtenons donc 

’—(,{u)+iL e (M) log 3/ 

g(s)e us ds = ^(n){l + 0(H{u)- s L b/ 2 (M)- x ) }. 


1 

2ni 


-£{u)-iL e (M) log 3/ 


Ainsi 


= ei u){l + o( ms L- m + ^ 


En reprenant la démonstration de ca. cela précise l’estimation (17.151) de la même manière 

y) = g(u) + O (-^y) ((x, y) e G e ). (7.19) 

□ 
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Démonstration du Théorème 11.31 En reportant le résultat dn Lemmc 17.21 dans le Lem- 
me 17.11 nous obtenons dans le domaine (H e ) l’estimation du Théorème 11.81 
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